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УДК 330.4 

 

Янковий В.О. 

 

ОПТИМАЛЬНА ФОНДООЗБРОЄНІСТЬ І ЗАМІЩЕННЯ РЕСУРСІВ  

У РАМКАХ CES-ФУНКЦІЇ  

 
Обговорюються теоретико-методологічні питання використання виробничих функцій в процесі моде-

лювання важливіших показників виробництва, представлених у вартісному вираженні. Зокрема, досліджуєть-

ся величина граничної норми заміщення ресурсів CES-функції в умовах, коли фондоозброєність набуває опти-

мального значення, тобто максимізує випуск продукції. Пропонується нове тлумачення граничної норми 

заміщення ресурсів як індикатора диспропорцій при інвестуванні грошових коштів у агреговані фактори 

«капітал» і «праця».  

Ключові слова: виробничі функції, CES-функція, оптимальна фондоозброєність, гранична норма 

заміщення ресурсів.  
 

Постановка проблеми. В останній час се-

ред дослідників, що займаються економіко-

математичним моделюванням, відновився інте-

рес до використання двох факторної виробничої 

функції (ВФ) з постійною еластичністю замі-

щення ресурсів (CES-функції – від англ. абревіа-

тури Constant Elasticity of Substitution).     

CES-функція може бути представлена у 

такому запису: 

     (1) 

де Y – випуск продукції у вартісному ви-

раженні;  

К – вартість капіталу, що спрямований у 

виробничі фонди;  

L – витрати капіталу на оплату праці; 

А – невідомий коефіцієнт шкали (0 < А);  

α – невідомий коефіцієнт ваги виробничо-

го фактора (0 < α < 1);  

β – невідомий параметр ВФ (-1 < β); 

γ – невідомий показник ступеня од-

норідності виробничої функції (0 < γ). 

ВФ (1) аналогічна функції Кобба-Дугласа 

в тому, що стосується припущення про постійне 

убування граничної віддачі виробничих ресурсів 

K і L. Це так звані неокласичні умови, які випли-

вають із теорії поведінки споживача, оскільки 

стосовно ресурсів підприємство є споживачем і 

виробнича функція характеризує саме цей аспект 

– виробництво як споживання. 

Однак, між цими ВФ є й суттєві розбіжності. 

Так, еластичність заміщення ресурсів σ, яка є 

мірою можливості заміни праці капіталом і, 

навпаки, для функції Кобба-Дугласа завжди 

дорівнює одиниці. В СЕS-функції вона може 

приймати будь-які значення. Для  ВФ (1)  

еластичність заміщення ресурсів дорівнює: 

______________ 

© Янковий Володимир Олександрович, к.е.н., доцент 

кафедри економіки і управління національним господар-

ством, Одеський  національний  економічний  універси-

тет, тел.: 0674833553, е-mail: vladimir_ya@ukr.net 

        (2) 

тобто для СЕS-функції σ ≠ 1, хоча так, як і в 

функції Кобба-Дугласа, еластичність заміщення 

ресурсів є постійною, що випливає з самої її 

назви. При β → 0 σ → 1 і відбувається перехід до 

ВФ Кобба-Дугласа. Отже, можна казати, що 

СЕS-функція узагальнює ВФ Кобба-Дугласа.    

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 

Практичне застосування CES-функції в сучасних 

економіко-математичних дослідженнях вироб-

ництва неможливе без всебічного визначення її 

властивостей, зокрема, пов’язаних з оп-

тимізацією випуску продукції в залежності від 

рівня фондоозброєності праці. В існуючих теоре-

тичних роботах основна увага приділена таким 

показникам CES-функції, як  середня і  гранична 

віддача, еластичність випуску  продукції, потре-

ба в ресурсах, заміщення ресурсів (гранична 

норма й еластичність заміщення) та ін. [1-5]. 

Що ж стосується оптимізації випуску про-

дукції в зваженості від рівня фондоозброєності, то 

це питання фактично не висвітлене в математико-

статистичній літературі. Між тим, у роботах [6, 

с.388-390; 7; 8] було показано, що для ВФ Кобба-

Дугласа, побудованої на основі змінних Y, К, L, 

виражених у грошовому еквіваленті, існує мож-

ливість визначити оптимальну фондо-озброєність 

ФО0, тобто таку, яка при інших рівних умовах мак-

симізує випуск продукції Y. Вона дорівнює ФО0 = 

/ , де ,  – еластичності виробництва відповідно 

до факторів «капітал» і «праця». 

На нашу думку, вказаний підхід можна вико-

ристати й для СЕS-функції, оскільки остання, як 

було показано вище, узагальнює ВФ Кобба-Дугласа. 

Формулювання цілей статті. Метою статті 

є визначення для СЕS-функції оптимальної фондо-

озброєності – такої структури інвестованого у ви-

робництво капіталу, що забезпечує максимізацію 

випуску продукції при заданому обсязі  К + L = С. 
Окрім того, ми спробуємо дослідити наслідки оп-
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тимальної фондоозброєності для інших параметрів 

ВФ (1), зокрема, розрахувати граничну норму 

заміщення ресурсів, а також точки і зони беззбит-

ковості в умовах додаткового інвестування капіта-

лу С1 у виробництво, яке досить точно описується 

за допомогою СЕS-функції.  

За визначенням, гранична норма заміщен-

ня ресурсів h у рамках будь-якої ВФ являє собою 

співвідношення граничних віддач відповідних 

ресурсів. У даному випадку для СЕS-функції – це 

співвідношення граничних віддач праці і капіта-

лу:  
 

 (3) 

 

Формула (2) показує, що гранична норма 

заміщення ресурсів h у рамках ВФ (1) залежить 

як від ваги кожного виробничого фактора, так і 

від співвідношення самих факторів – фондо-

озброєності. Чим вище фондоозброєність, тим 

вище і гранична норма заміщення витрат живої 

праці виробничими фондами. При фіксованому 

обсязі виробництва зростання одного ресурсу 

відповідає зменшенню іншого і навпаки.  

Виклад основного матерілу досліджен-

ня. Припустимо, що фондоозброєність вироб-

ництва є оптимальною, тобто такою, що за-

гальний інвестований капітал С = К + L забез-

печує максимальний випуск продукції Y. Виве-

демо формулу оптимальної фондоозброєності в 

умовах інвестування грошового капіталу С у 

виробництво продукції, яке описується СЕS-

функцією.   

 

 (4) 

 

Для вирішення поставленого завдання 

знайдемо L з рівняння зв’язку  L = С – К, підста-

вимо у вираження (1) і будемо шукати його мак-

симум [9-11]. Знайдемо критичні точки функції 

(4), в яких перші похідні Y´ по К дорівнюють 0 

або ∞:  

 

    (5)  
 

Очевидно, що Y´ = 0 або Y´ = ∞, коли один із співмножників вираження (5) дорівнює 0. Розглянемо 

обидва випадки: 

 

Знайдемо рішення першого рівняння: 

   (6) 

 

Оскільки  С – К = L, то рівняння (6) прий-

має такий кінцевий вигляд: 

       (7) 

де ФО1 – фондоозброєність для першого випад-

ку. 

Виразимо капітал К із співвідношення (7) і 

підставимо його в формулу (1) з метою визна-

чення максимального випуску продукції Y у 

грошовому вираженні: 
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  (8) 

Оскільки у першому випадку Y = 0 при 

будь-яких значеннях коефіцієнтів СЕS-функції, 

то точка ФО1, що визначається формулою (7), не 

є точкою її екстремуму.  
 

Знайдемо рішення другого рівняння: 

    (9) 

Звідси, фондоозброєність для другого випадку ФО2 дорівнює: 

                                   (10) 

Підставляючи вираження капіталу К із 

формули (10) у формулу (1) з метою визначення 

максимального випуску продукції Y, у результаті 

елементарних перетворень отримаємо: 

 

 (11) 

Так як у другому випадку Y = 0 лише 

при певних значеннях коефіцієнтів СЕS-

функції (А = 0; α = -1), які не належать до об-

ласті визначення коефіцієнтів ВФ (1), то точка 

ФО2, що розраховується за формулою (10), 

може розглядатись як точка її екстремуму. От-

же, для забезпечення максимального випуску 

продукції у грошовому вираженні в умовах 

інвестування деякої постійної суми грошового 

капіталу у виробництво, що досить точно опи-

сується СЕS-функцією, фондоозброєність по-

винна визначатись за формулою (10), яку ми 

будемо називати оптимальною фондо-
озброєністю для ВФ (1). 

Підставимо тепер вираження оптимальної 

фондоозброєності із формули (10) у вираження 

(3), яке визначає граничну норму заміщення ре-

сурсів h: 

    (12) 

Окрім отриманих результатів, особливий 

інтерес являє собою використання побудованої 

функції (1) з метою прийняття управлінських 

рішень щодо додаткової інвестиції С1 = К1 + L1 у 

виробництво за умови його потенційної беззбит-

ковості. Очевидно, якщо змінні Y, К, L у формулі 

(1) представлені в грошовому вираженні, то різниця  

Y – С = р(С)              (13) 

 

визначає величину прибутку, отриманого в про-

цесі інвестування. У випадку, коли цей процес 

достатньо точно описується СЕS-функцією, ве-

личина р(С1) дорівнює 
 

      (14) 

Зрозуміло, що точка і зона беззбитковості 

інвестування у виробництво додаткового капіта-

лу С1 випливають з формули (14) при виконанні 

умови р(С1) ≥ 0. Відразу відмітимо, що К1, L1 

будемо визначати у відношенні оптимальної 

фондоозброєності (10), тобто за наступних умов: 
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   (15) 

Виразимо з формул (15) величини К1, L1 через С1: 

   (16) 

Позначимо  

    (17) 

Тоді можна записати K1 = NC1, L1 = MC1, N + M = 1. Тобто виконуються всі умови (15). Підставимо 

знайдені вираження K1, L1 у формулу прибутку (14), який не будемо вважати негативним:  

 (18) 

Звідси випливає базова нерівність, виконання якої забезпечує беззбитковість додаткового інвесту-

вання у виробництво: 

     (19) 

 
Висновки і перспективи подальших  

досліджень. На основі отриманої формули (11) 

можна стверджувати, що гранична норма 

заміщення ресурсів CES-функції в умовах опти-

мальної фондоозброєності повинна дорівнювати 

1. За визначенням це означає, що одна грошова 

одиниця (100, 1000, 10000 … грн.), спрямована у 

виробничий капітал, буде в цьому випадку за-

безпечувати зменшення витрат праці на точно 

таку ж грошову одиницю при умові незмінності 

випуску продукції. А невиконання співвідно-

шення h = 1, яке випливає з формули (11), можна 

розглядати як сигнал про порушення оптималь-

ної фондоозброєності, тобто про певні диспро-

порції при інвестуванні коштів у агреговані ви-

робничі фактори «капітал» і «праця».  

Так, якщо h > 1, то це буде свідчити про 

те, що фактична фондо-озброєність перевищує 

оптимальну, яка визначається формулою (9) для 

СЕS-функції. У цьому випадку можна говорити 

про надмірні витрати капіталу, що спрямований у 

виробничі фонди, в порівнянні з коштами на 

оплату праці. Тобто суб’єкту господарювання, 

наприклад, підприємству, слід скоротити основні 

виробничі фонди, витрати на сировину, матеріали 

тощо. Або підвищити фонд оплати праці за раху-

нок залучення додаткових працівників, посилення 

їх матеріального стимулювання. Зрозуміло, що в 

ситуації h < 1 управлінські рекомендації дзер-

кально протилежні: підприємству потрібно наро-

щувати фондоозброєність живої праці.   

На нашу думку, оптимальна фондо-

озброєність (9) і виведена на її основі гранична 

норма заміщення ресурсів h = 1 можуть служити 

додатковими корисними характеристиками при 

застосуванні СЕS-функції в процесі економіко-

математичного аналізу виробництва.  

Формула (19) надає ключ до визначення то-

чок і зон беззбитковості в залежності від ступеня 

однорідності СЕS-функції γ. Тут можливі три 

випадки: а) γ > 1, тобто при позитивному ефекті 

розширення масштабів виробництва; б) γ < 1, тобто 

при негативному ефекті розширення масштабів 

виробництва; в) γ = 1 (при лінійній однорідності 

СЕS-функції), коли спостерігається нульовий ефект 

від розширення масштабів виробництва.  

У кожному з вказаних випадків на базі 

(19) розраховується відповідна точка і зона без-

збитковості інвестування у виробництво, що 

описується ВФ (1). Отже, традиційне застосу-

вання СЕS-функції як ефективного інструменту 

економічного аналізу витрат виробничих ре-

сурсів може бути істотно поширене та поглиб-

лене за рахунок використання співвідношення 

(19), яке відкриває перед економістами-

практиками нові можливості в сфері прогно-

зування зон беззбитковості капітальних вкладень 

та управління інвестиційними проектами. 
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При практичному застосуванні СЕS-

функції слід мати на увазі, що формула (1), на 

відміну від функції Кобба-Дугласа, навіть після 

логарифмічного перетворення залишається 

нелінійною. Тому безпосереднє оцінювання 

невідомих параметрів  А, α, β, γ зумовлює за-

стосування  нелінійних методів, зокрема, 

нелінійного програмування.  

У тих ситуаціях, коли рівняння регресії не 

є лінійним відносно параметрів, що оцінюються, 

зазвичай використовують нелінійний метод най-

менших квадратів, який базується на ітеративній 

мінімізації цільової функції залишків моделі за 

методами градієнтного спуску, Марквардта, 

Ньютона-Гаусса та ін. Це, зазвичай, викликає 

додаткові обчислювальні труднощі при застосу-

ванні  СЕS-функції в економічних дослідженнях. 
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